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1. Pe R definim legea de compozitie "+ " astfel:
x#*y=xy—2013x—2013y +2013-2014, (V) X,y eR.

a) Aratati ca G =(2013,0) este parte stabild a lui R Tn raport cu legea " *
b) Demonstrati ca (G,*) este grup abelian;
c) Aratati ca grupurile (G,*) si ((0,0),) sunt izomorfe.

R.M.C. Nr. 1/2013-2014

2. Fie (A+,) uninelsi f:A— A, f(x)=x*-x+1, unde 1 este elementul
unitate al lui A.
a) Calculati f(1-a), pentrua€ 4 ;

b) Daca ecuatia f(x)=0 are solutie unica, aratati ca: 1+1+1=0.
* * %

3. Fie g:R - R o functie continud, cu proprictatea ca existda acR astfel
Tncat: g(x)+g( ] a, (V)xe(0,0). Daca f:R—>R, f(x)= 9(x) ) , aratati ca f
1+x°
admite primitive si ca pentru orice primitiva F a lui f avem:

lim F(x)=a-%+ F(0).
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4.Fiea > 1si f: [— a] — R o functie cu proprietatea ca:

fo)+£(3) =k (M xe| a| Calculat
)fa (x+1) f(x)d

2 (x+1) arctg x

b) fi

c) Fiea € (0, 5) sin €N, n > 2. S se determine lim | {/tgx dx .
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Nota

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare subiect va fi notat cu puncte intre 1 §i 10.
Timp de lucru: 3 ore



Solutii clasa a XllI-a:

1. a) Se aratd ca:

x#y =(x—2013)(y —2013) + 2013, (V)x,yeG (1)
Atunci: (x—2013)(y—2013)+2013> 2013, (V) X,y € G =(2013,x), adica G este parte
stabild a lui R Tn raport cu =",

b) Evident ca legea "+ " este comutativa si se arata usor ca "+ " este si
asociativa. Daca eeG astfel ca xxe=exx=x, (v)xeG, atunci:
(x—2013)(e—2013) +2013=x <> (x—2013)(e—2013)=x-2013, (V)xeG <
e=2014eG. Deci e=2014 este elementul neutru al lui G in raport cu legea "'+ ".
Fie xeG oarecare si x'eG CU x*Xx'=Xx"*x=e=2014. Atunci

(x—2013)(x'—2013) +2013=2014 < X'= +2013eG . Asadar (G,*) este

x—2013
grup abelian.
¢) Tinand cont de (1), definim: f:G — (0,0), f(x)=x-2013. Cum pentru
orice ye(0,0) ecuatia f(x)=y are solutic unica x=y+2013eG, rezultd ca f
este bijectiva. Pe de altd parte avem: f(x#*y)=(x*y)—2013= (x—2013)(y—2013) =
f(x)- f(y), pentru orice x,y <G. Asadar f este izomorfism.

2. a) fl-a)=(l-a)’-(1-a)+1=1-2a+a’-1+a+l=a’—a+1=f(a);
b) Conform cu a), daca a este solutie a ecuatiei f(x)=0, atunci 1-a=a <
2a=1. Obtinem: 4(a”’-a+1)=0 = (2a)°-2-2a+4=0 = 1-2+4=0 = 1+1+1=0.

3. Deoarece x — g(x*) este continua (compunerea a doua functii continue),
deducem ca f este continud, ca raport a doua functii continue. Deci f admite
primitive. Pentru orice x>0, avem:
g .
X

a-arctgx+F(L)+c. Asadar H(x)=a-arctgx+F () este primitiva a lui f, ceea ce
inseamna ca existd keR cu: F(x)=a-arctgx+F(%)+k, (v)x>0. Tnlocuind x=1,

If(x)dx: j%)((;lz)dx= a-arctgx—f%dx= a-arctgx+J'

rezulta: k:—a-% si deci: F(x):a-arctgx+F(§)—a-% =
. T v T
imF(x)=a-—+F(@0)-a-—=a-—+F(0).

lim F(x) > (0) A 4 (0)

.. . L 1 :
4. a) Se noteaza integrala cu I si cu substitutia x = - se obtine:



1
1 . -
G ) £(3) a (4 Gof ) 4,

g tm - f; tW
(ﬁ e+ dt) = k- In(x + VaZ + DIL.
1 _n 2 (x+1) arctg x ‘
b)Deoarece arctgx +arctg - = , fi —
= % -In(x + Vx2 + DIE,
2
o Pentru (V) x € (0, ), tgx>x = [ /tgx dx > [V dx =

ﬂ
=an .
Dar pentru(v)xe(o —) tgx —\/1 1-..-1tgx <

Limita ceruta este a.

dx =

[y

n—1+tg x




Barem de corectare

Clasaa Xll-a

Problema 1 Oficiu 1p
a) X*y= (x—2013)(y—2013)+ 2013 (V)x,yeG 1p
G este parte stabild a lui R Tn raport cu " =" 1p
b) (G,*) este grup abelian 3p
C) f:G—(0,0), f(x)=x—2013 1p
f este bijectiva 1p
f este morfism. 1p
Finalizare 1p
TOTAL 10p
Problema 2 Oficiu 1p
a) f(l-a)=(1-a)*—(l-a)+1=1-2a+a’-1+a+1 2p
Finalizare 1p
b) Obtinerea relatici 1 _ ¢ _a 2p
4(@*—a+1)=0 1p
(2a)2-2-2a+4=0 1p
Finalizare 2p
TOTAL 10p
Problema 3 Oficiu 1p
f admite primitive 3p
), 1 3P

jf(@dx_j Ty dx = a-arctgx+F ()+C
ke g.” 1p

Determinarea luik: =727

2p

Finalizare: limF(x)= a-§+ F(O)_a.%: a-%+ F(0).

TOTAL

10p



Problema 4 Oficiu 1p
a) substitutia x = % 1p
Determinare | = k - In(x + Vx% + DIf 2p

1 =« ) 1p
b) arctg x + arctg T=3
ﬁz(ﬁl)'ﬂdx=£-ln(x+\/x2 + DIZ 1p
7 xVx4+1 2 >

n+1
o) [, Vgx dx> [[Vx dx =an . 2p
n n -1+t 1

(v)xE(O,g), 1/tgx=\/1-1-...-1tgx <z chay P
Finalizare 1p

TOTAL



